                      2009年计算数学夏令营

数学竞赛试题

(共六道题，每题二十五分）

1． (25分) 一个平面凸集与双曲线
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的两支和双曲线
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的两支都相交，求出这个凸集的最小可能面积。 

2.（25分）设
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有连续导数，并且
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. 证明，对于每个
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3．（25分）计算三重积分
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，其中
[image: image8.wmf]V

是椭球体
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4.（25分）已知
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维向量
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每个分量均为正数。试求以下
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维方阵的特征值和特征向
量：
[image: image13.wmf]()

ij

Aa

=

,  其中 
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5．（25分）目标向量
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未知，但知它最多有
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个非零元素个数(
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)。现有观测矩阵
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,并且其任意
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列均线性无关。你认为一定能从观测向量
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反推出所需的目标向量
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吗？为什么？

6．（25分） 已知
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为
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阶矩阵，
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的秩
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阶矩阵，证明
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2009年计算数学夏令营数学竞赛点评
1． 本竞赛题有多种解法，大多数同学根据对称性得到了正确的答案，但49位同学中只有10位同学有完整的证明，从而得到满分。有效的途径在将凸集的形状归约为四边形后考虑将四边形的面积通过（1）以某条对角线为底的两个三角形；（2）四个小三角形 的面积计算而得到计算公式，并求出最优解。少量的同学用反证的方法也可以得到正确解。以下给出的巧妙解法利用了保积变换不影响平面图形的面积，即将横轴拉长a倍，而将纵轴缩短a倍不改变图形的面积。这一点也可从最优解不只是连接（1，1），（1，-1），（-1，-1），（-1，1）四点的正四边形，还包括所有连接（a,1/a）, (a,-1/a) ,(-a,-1/a),(-a,1/a)的长方形（此处a为任意整数，这是所有面积均为4）看出。  

一种解法： 所论凸集必定包含其顶点位于所述两条双曲线的4个分支上的一个四边形Q，因而只需最小化四边形Q的面积即可。Q的一条对角线是连接双曲线xy=1的两个分支的一条线段D。对于任何的正数a，我们的问题有一个保积变换
[image: image30.wmf]a

y

y

ax

x

/

,

a

a

。作为一个简化，我们可以选取a,使得在变换后线段 D 有斜率1。因而它的长度至少是
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.并且，D 把Q分成两个三角形，这两个三角形的总高度至少是
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。因而Q的全面积至少是4。取Q为具有水平边和铅垂边的矩形，这个下界可以被达到。

2． 这道题共有8位分别从三种不同的角度得到完整的证明。一位同学给出了如下简洁标准的证明。另外两种证明思路是在定义函数 
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以后，再分别（1）利用该函数在0和1点展开，然后消去一阶导数项；（2）分析在[0，1]之间必有某点使f(x)值为零，再分两种情况考虑F函数随其自变量的变化。
     特别易犯的错误是简简单单将f(x)在某点展开为f(x)=f(0)+A*x,然后两端再积分时视A为常数。实际上A为（0，x）某点的导数，会随x变化。

一种证法：我们来证明
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其中
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由于
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, 即得结论。

中值定理蕴含着，对于所有的x,y 有
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，因而对于所有
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作为一个变量代换即得最后的量等于
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这样，正如所断言的，得到
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三、 基本题。利用极坐标进行转换，也可化为二重积分， 得到答案是
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，注意此题与求椭球体积的区别。共有29人得到正确答案。

四、此题方法较多，可以将矩阵分解为两个秩一向量的外积；可以观测所有行都两两线性相关，从而只有一个非零特征值，且等与它的迹；可以观测A的乘积与A的关系而得到A的特征多项式等。当然也可根据特征值的基本定义来求，只是较繁琐。共有32位同学得到满分。

   有个别同学也注意到了此题是层次分析方法中如何对影响因素进行赋权的基本原理. 一般来说，同时对n个因素直接赋权比较困难，而通过两两比较得到一个比较矩阵，再计算该矩阵的非零特征值对应的特征向量，便可得到所需的权向量。

五、此题与压缩传感或稀疏存储有关，它看似复杂，但如果能够洞察问题的本质便可容易地通过反证的方法证明目标向量x的唯一性。当然，如何最为有效地解出目标向量x是目前国际上研究的热点。 共有7位同学得到满分。

六、基本题，共有32位同学得到满分。较为简单的方法是考虑方程组ABx=0与Bx=0的等价性。将A按行分为两块也不失为一种简洁的办法。 

总体来说，大多数同学考得很不错。希望此次考试，能使同学们更加认识到数学的魅力和用处，并利用数学去分析问题的本质, 同时使同学们对计算数学夏令营留下更加美好的回忆。 

2009年7月17日星期五 
点评者：戴彧虹
_1307263356.unknown

_1307283950.unknown

_1309334573.unknown

_1309335001.unknown

_1309335151.unknown

_1309335664.unknown

_1309350449.unknown

_1309350448.unknown

_1309335417.unknown

_1309335512.unknown

_1309335184.unknown

_1309335082.unknown

_1309334781.unknown

_1309334940.unknown

_1309334627.unknown

_1307284032.unknown

_1309334443.unknown

_1307283963.unknown

_1307263742.unknown

_1307283810.unknown

_1307283851.unknown

_1307283868.unknown

_1307283789.unknown

_1307263631.unknown

_1307263741.unknown

_1307263471.unknown

_1307262518.unknown

_1307262778.unknown

_1307263262.unknown

_1307263288.unknown

_1307263254.unknown

_1307262625.unknown

_1307262762.unknown

_1307262541.unknown

_1307261840.unknown

_1307262152.unknown

_1307262447.unknown

_1307262126.unknown

_1307262056.unknown

_1111939408.unknown

_1307261786.unknown

_1111939316.unknown

_1111939327.unknown

